
Sémantique
... d’un langage impératif jouet



IMP: syntaxe
1.1 IMP

Considérons le langage IMP dont la syntaxe est la suivante :

Commandes Expressions
c ::= x := e a↵ectation e ::= x variables

| skip ne rien faire | ṅ constante entière (n 2 Z)
| c1; c2 séquence | e+̇e addition
| if e then c1 else c2 conditionnelle | �̇e opposé
| while e do c boucle while

On peut difficilement faire plus simple. On pourrait inclure de nombreuses autres constructions,
tant de commandes que d’expressions, mais celles-ci nous suffiront pour l’instant. (De plus, le
langage est déjà Turing-complet !)

Il faudra bien faire attention à distinguer la syntaxe (ci-dessus) de la sémantique (les valeurs
calculées). Pour enfoncer le clou, j’ai décidé de noter +̇, resp. �̇, certains symboles dont la
sémantique sera l’addition +, respectivement l’opposé �. Les symboles +̇ et �̇ ne sont que des
lettres, et rien d’autre.

Commençons par donner une sémantique des expressions e. Idéalement, on aimerait pouvoir
définir une valeur JeK, en disant par exemple que

q
3̇2

y
= 32,

q
e1+̇e2

y
= Je1K+ Je2K, etc. Mais il

nous faudra aussi donner la valeur des variables. Pour ceci, nous paramétrons la sémantique par
un environnement, c’est-à-dire une fonction (totale) ⇢ qui à chaque variable associe sa valeur.

Nous supposerons que IMP calcule sur des entiers dans Z, l’ensemble Env des environne-
ments sera donc l’ensemble V ar ! Z de toutes les fonctions de l’ensemble V ar des variables
vers Z. (Nous ignorons donc le fait qu’un programme réel calculerait plutôt sur des entiers ma-
chines.)

On pose ainsi :

JxK ⇢ = ⇢(x)

JṅK ⇢ = nq
e1+̇e2

y
⇢ = Je1K ⇢+ Je2K ⇢q

�̇e
y
⇢ = � JeK ⇢.

C’est un exemple (très simple, et quasi-creux), de sémantique dénotationnelle : une fonction
sémantique J K qui à chaque couple expression, environnement associe une valeur.

Nous aurons plus de difficulté à définir une sémantique opérationnelle des commandes. On
serait tenté de définir JcK ⇢, pour chaque commande c et environnement ⇢ (avant l’exécution de
la commande), comme valant l’environnement à la fin de l’exécution de la commande, par :

Jx := eK ⇢ = ⇢[x 7! JeK ⇢]
JskipK ⇢ = ⇢

Jc1; c2K ⇢ = Jc2K (Jc1K ⇢)

Jif e then c1 else c2K ⇢ =

⇢
Jc1K ⇢ si JeK ⇢ 6= 0
Jc2K ⇢ si JeK ⇢ = 0
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Sémantiques

• Opérationnelles: la sémantique décrit une 
machine/automate/graphe de configurations 
C, avec transitions/arêtes C → C’

• Dénotationnelles: la sémantique décrit 
directement la valeur ⟦e⟧ des expressions e 
et ⟦c⟧ des commandes c



Sémantique dénotationnelle 
des expressions

• Calcul de la valeur ⟦e⟧ρ dans un 
environnement ρ :  Var → Z
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Commandes Expressions
c ::= x := e a↵ectation e ::= x variables
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calculées). Pour enfoncer le clou, j’ai décidé de noter +̇, resp. �̇, certains symboles dont la
sémantique sera l’addition +, respectivement l’opposé �. Les symboles +̇ et �̇ ne sont que des
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vers Z. (Nous ignorons donc le fait qu’un programme réel calculerait plutôt sur des entiers ma-
chines.)

On pose ainsi :

JxK ⇢ = ⇢(x)
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serait tenté de définir JcK ⇢, pour chaque commande c et environnement ⇢ (avant l’exécution de
la commande), comme valant l’environnement à la fin de l’exécution de la commande, par :
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Une tentative ratée?

1.1 IMP

Considérons le langage IMP dont la syntaxe est la suivante :

Commandes Expressions
c ::= x := e a↵ectation e ::= x variables

| skip ne rien faire | ṅ constante entière (n 2 Z)
| c1; c2 séquence | e+̇e addition
| if e then c1 else c2 conditionnelle | �̇e opposé
| while e do c boucle while

On peut difficilement faire plus simple. On pourrait inclure de nombreuses autres constructions,
tant de commandes que d’expressions, mais celles-ci nous suffiront pour l’instant. (De plus, le
langage est déjà Turing-complet !)

Il faudra bien faire attention à distinguer la syntaxe (ci-dessus) de la sémantique (les valeurs
calculées). Pour enfoncer le clou, j’ai décidé de noter +̇, resp. �̇, certains symboles dont la
sémantique sera l’addition +, respectivement l’opposé �. Les symboles +̇ et �̇ ne sont que des
lettres, et rien d’autre.

Commençons par donner une sémantique des expressions e. Idéalement, on aimerait pouvoir
définir une valeur JeK, en disant par exemple que

q
3̇2

y
= 32,

q
e1+̇e2

y
= Je1K+ Je2K, etc. Mais il

nous faudra aussi donner la valeur des variables. Pour ceci, nous paramétrons la sémantique par
un environnement, c’est-à-dire une fonction (totale) ⇢ qui à chaque variable associe sa valeur.

Nous supposerons que IMP calcule sur des entiers dans Z, l’ensemble Env des environne-
ments sera donc l’ensemble V ar ! Z de toutes les fonctions de l’ensemble V ar des variables
vers Z. (Nous ignorons donc le fait qu’un programme réel calculerait plutôt sur des entiers ma-
chines.)

On pose ainsi :

JxK ⇢ = ⇢(x)

JṅK ⇢ = nq
e1+̇e2

y
⇢ = Je1K ⇢+ Je2K ⇢q

�̇e
y
⇢ = � JeK ⇢.

C’est un exemple (très simple, et quasi-creux), de sémantique dénotationnelle : une fonction
sémantique J K qui à chaque couple expression, environnement associe une valeur.

Nous aurons plus de difficulté à définir une sémantique opérationnelle des commandes. On
serait tenté de définir JcK ⇢, pour chaque commande c et environnement ⇢ (avant l’exécution de
la commande), comme valant l’environnement à la fin de l’exécution de la commande, par :

Jx := eK ⇢ = ⇢[x 7! JeK ⇢]
JskipK ⇢ = ⇢

Jc1; c2K ⇢ = Jc2K (Jc1K ⇢)

Jif e then c1 else c2K ⇢ =

⇢
Jc1K ⇢ si JeK ⇢ 6= 0
Jc2K ⇢ si JeK ⇢ = 0

2
et finalement :

Jwhile e do cK ⇢ =

⇢
⇢ si JeK ⇢ = 0
Jwhile e do cK (JcK ⇢) si JeK ⇢ 6= 0

(1)

La notation ⇢[x 7! V ] est par définition la fonction qui à x associe x à V , et à toute variable
y 6= x associe ⇢(y). Attention ! ⇢[x 7! V ] n’est pas le résultat d’une quelconque affectation sur
⇢, ou modification dans ⇢. C’est un nouvel environnement, en général distinct de ⇢. Il n’y a pas
de notion d’effet de bord en mathématiques.

Dans les règles du if et du while, on notera que le faux est représenté par 0, et toute valeur
non nulle est considérée comme vraie. C’est la convention utilisée en C, notamment.

Cette sémantique est simple (surtout relativement à certaines qui vont suivre), et surtout com-

positionnelle : la sémantique d’une commande est définie à partir de la sémantique de sous-
commandes.

Mais l’équation (1) pose un problème : on définit Jwhile e do cK ⇢ en fonction de Jwhile e do cK ⇢0
(pour l’environnement ⇢0 obtenue comme résultat de l’évaluation du corps c de la boucle while).
Ceci n’est donc pas une définition bien fondée.

Pour corriger ce problème, on remarque que la fonction Jwhile e do cK :Env ! Env doit
être un point fixe f de la fonctionnelle Fe,c: (Env ! Env) ! (Env ! Env) suivante :

Fe,c(f)(⇢) =

⇢
⇢ si JeK ⇢ = 0
f(JcK ⇢) si JeK ⇢ 6= 0

En supposant l’existence d’une fonction lfp qui prend une telle fonctionnelle et retourne son (ou
plutôt un de ses) points fixes, on pourra donc remplacer l’équation absurde (1) par :

Jwhile e do cK ⇢ = lfp(Fe,c)(⇢). (2)

Encore faudra-t-il :
– Trouver un cadre mathématique où l’existence de tels points fixes est assurée. Ce sera la

théorie des domaines, que nous verrons plus tard. L’espace de toutes les fonctions Env !
Env sera bien trop gros, et nous devrons nous limiter aux fonctions continues, dans un
certain sens.

– Montrer que cette sémantique calcule bien ce que l’on pense. Le fait que lfp retourne
un point fixe parmi plusieurs possibles est troublant. Nous verrons que le bon est le plus

petit point fixe, ce que nous vérifierons par un théorème d’adéquation entre la sémantique
dénotationnelle et une autre sémantique, dite opérationnelle.

Nous ferons tout cela plus tard. Nous nous réservons pour le cas des langages fonctionnels, où
une sémantique dénotationnelle prendra tout son sens. Le cas de IMP sera alors d’une trivialité
navrante.

1.2 IMP : sémantique opérationnelle à petits pas, premier essai
Autant une sémantique dénotationnelle est parfaite pour les expressions (sans effet de bord,

sans boucle), autant il est probablement plus simple de passer à un autre style pour décrire le com-
portement des commandes, des programmes : une sémantique opérationnelle d’un programme
est juste la description (plus ou moins abstraite) d’une machine qui évalue le programme ⇡.
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Nous résoudrons le problème plus tard, à l’aide 
de théorèmes de point fixe.

Dénotati
onnelle



Une autre: satisfaisante?

Opéra
tionnelle

petit
s p

as

(!:=)
(x := e, ⇢) ! ⇢[x 7! JeK ⇢]

(! skip)
(skip, ⇢) ! ⇢

(c1, ⇢) ! ⇢0
(! Seqfin)

(c1; c2, ⇢) ! (c2, ⇢
0)

(c1, ⇢) ! (c01, ⇢
0)

(! Seq)
(c1; c2, ⇢) ! (c01; c2, ⇢

0)

(! if 1)
(if e then c1 else c2, ⇢) ! (c1, ⇢)

(! if 2)
(if e then c1 else c2, ⇢) ! (c2, ⇢)

si JeK ⇢ 6= 0 si JeK ⇢ = 0

(! while)
(while e do c, ⇢) ! (c; while e do c, ⇢)

(! whilefin)
(while e do c, ⇢) ! ⇢

si JeK ⇢ 6= 0 si JeK ⇢ = 0

FIGURE 1 – Une sémantique opérationnelle à petits pas de IMP (premier essai)

Il est commode de spécifier cette machine sous forme d’un système de transitions (un auto-
mate, mais sur un nombre en général infini d’états), autrement dit sous forme de la donnée d’un
ensemble d’états, et d’une relation binaire ! sur l’ensemble des états.

Dans le cas de IMP, on pourra par exemple définir un état comme un couple (`, ⇢) où :
– ` est le point de programme courant (typiquement le numéro de ligne, si chaque commande

est écrite sur une ligne) ;
– ⇢ est un environnement.

Attention ! Ceci est un premier essai, et nous verrons une meilleure sémantique, plus simple et
plus claire, en section 1.3.

La notion de point de programme ne fait pas partie de notre syntaxe. On pourrait la rajouter,
mais on peut aussi faire d’autres choix. Définissons un état de notre sémantique opérationnelle à
venir comme :

– soit un couple (c, ⇢) où c est une commande et ⇢ est un environnement (avant l’exécution
de c) ;

– soit un environnement ⇢ (obtenue à terminaison de la commande).
La relation ! sera une relation binaire entre états : q ! q0 si et seulement si, intuitivement, dans
l’état q, le programme peut arriver en une étape à l’état q0.

Nous allons définir la relation ! par un ensemble de règles, données en figure 1.
La règle (!:=) exprime que x := e termine tout de suite, sur l’environnement ⇢[x 7! JeK ⇢].

JeK ⇢ est la sémantique de l’expression e, telle que définie en section 1.1. (Nous nous autorisons
effectivement à mélanger un peu de sémantique dénotationnelle, pour les expressions, avec notre
sémantique opérationnelle.)

On notera que ni la règle (!:=) ni la règle (! skip) n’a de prémisse : on peut démontrer que
(x := e, ⇢) ! ⇢[x 7! JeK ⇢] sans condition. La règle (! Seqfin), qui décrit le comportement de
la séquence c1; c2 (lorsque c1 retourne en une étape ; sinon c’est la règle (! Seq) qui s’applique),
ne s’applique que si l’on a préalablement démontré (c1, ⇢) ! ⇢0 — la prémisse de la règle. En
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FIGURE 1 – Une sémantique opérationnelle à petits pas de IMP (premier essai)

Il est commode de spécifier cette machine sous forme d’un système de transitions (un auto-
mate, mais sur un nombre en général infini d’états), autrement dit sous forme de la donnée d’un
ensemble d’états, et d’une relation binaire ! sur l’ensemble des états.

Dans le cas de IMP, on pourra par exemple définir un état comme un couple (`, ⇢) où :
– ` est le point de programme courant (typiquement le numéro de ligne, si chaque commande

est écrite sur une ligne) ;
– ⇢ est un environnement.

Attention ! Ceci est un premier essai, et nous verrons une meilleure sémantique, plus simple et
plus claire, en section 1.3.

La notion de point de programme ne fait pas partie de notre syntaxe. On pourrait la rajouter,
mais on peut aussi faire d’autres choix. Définissons un état de notre sémantique opérationnelle à
venir comme :

– soit un couple (c, ⇢) où c est une commande et ⇢ est un environnement (avant l’exécution
de c) ;

– soit un environnement ⇢ (obtenue à terminaison de la commande).
La relation ! sera une relation binaire entre états : q ! q0 si et seulement si, intuitivement, dans
l’état q, le programme peut arriver en une étape à l’état q0.

Nous allons définir la relation ! par un ensemble de règles, données en figure 1.
La règle (!:=) exprime que x := e termine tout de suite, sur l’environnement ⇢[x 7! JeK ⇢].

JeK ⇢ est la sémantique de l’expression e, telle que définie en section 1.1. (Nous nous autorisons
effectivement à mélanger un peu de sémantique dénotationnelle, pour les expressions, avec notre
sémantique opérationnelle.)

On notera que ni la règle (!:=) ni la règle (! skip) n’a de prémisse : on peut démontrer que
(x := e, ⇢) ! ⇢[x 7! JeK ⇢] sans condition. La règle (! Seqfin), qui décrit le comportement de
la séquence c1; c2 (lorsque c1 retourne en une étape ; sinon c’est la règle (! Seq) qui s’applique),
ne s’applique que si l’on a préalablement démontré (c1, ⇢) ! ⇢0 — la prémisse de la règle. En
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général, les prémisses d’une règle sont écrites au-dessus de la barre, et la conclusion en-dessous.
Les règles du if et du while n’ont aucune prémisse, mais ne peuvent être appliquées que si

certaines conditions de bord (JeK ⇢ 6= 0, JeK ⇢ = 0) sont vérifiées.
Formellement, la relation ! est définie par : ! est la plus petite relation entre états telle que,

pour chacune des règles de la figure 1, si les prémisses en sont vraies alors la conclusion est vraie
aussi.

Ceci peut s’expliquer plus concrètement comme suit.
Une dérivation d’un fait q ! q0 est un arbre fini étiqueté par des instances des règles de

façon cohérente, et dont la racine est q ! q0. Plutôt que de définir ceci formellement, donnons
un exemple. L’arbre suivant :

(!:=)
(x := x+ 1, ⇢) ! ⇢0

(! Seqfin)
(x := x+ 1; y := x, ⇢) ! (y := x, ⇢0)

(! Seq)
((x := x+ 1; y := x); x := 3 + (�y), ⇢) ! (y := x; x := 3 + (�y), ⇢0)

est une dérivation de ((x := x+1; y := x); x := 3+ (�y), ⇢) ! (y := x; x := 3+ (�y), ⇢0), où
⇢(x) = 23, et ⇢0 = ⇢[x 7! 24]. On notera que :

– La conclusion désirée est tout en bas.
– La dérivation commence, tout en haut, par des règles n’ayant aucune prémisse.
– Chaque barre relie des prémisses (au-dessus de la barre) à la conclusion (en-dessous de la

barre) de la règle dont le nom est donnée sur le côté.
Bien sûr, nos arbres sont dégénérés : nos règles n’ayant pas plus d’une prémisse, toutes nos
dérivations sont en fait des suites d’applications de règles.

Une fois ceci établi, on peut maintenant définir une trace d’exécution, qui est une suite d’états
q0, q1, · · · , qn, · · · (finie ou infinie) telle que q0 ! q1, q1 ! q2, etc., sont tous dérivables. On écrira
q0 ! q1 ! q2 ! · · · ! qn ! · · · en abrégé.

1.3 La sémantique opérationnelle à petits pas de IMP

La sémantique opérationnelle à petits pas de la section 1.2 souffre finalement d’une compli-
cation, dû aux règles de la séquence, et qui impose de produire des dérivations, juste pour trouver
la transition à exécuter à l’intérieur d’une séquence.

On peut corriger ce problème facilement en utilisant une sémantique opérationnelle à petits
pas qui inclut non seulement la commande à exécuter c mais aussi son contexte C. En général,
un contexte est un programme avec un trou (souvent noté ), C[c] dénote le programme C où le
trou est remplacé par la commande c. Le fait de donner à la fois C et c donne une description du
programme total (C[c])) et de l’endroit où on en est (la position du trou).

Il n’y a aucune raison de se limiter à cette forme de contextes. Pour marquer la différence, je
noterai c·C plutôt que C[c], et le contexte C sera une liste finie de commandes à exécuter une fois
que c aura terminé. Typiquement, plutôt que d’écrire C[c] où C est le contexte ; c2; c3; · · · ; cn,
j’écrirai c · c2 · c3 · · · · · cn · ✏ (✏ étant la liste vide). On a les règles de la figure 2.
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Une sémantique élégante

(x := e · C, ⇢) ! (C, ⇢[x 7! JeK ⇢]) (3)
(skip ·C, ⇢) ! (C, ⇢) (4)
(c1; c2 · C, ⇢) ! (c1 · c2 · C, ⇢) (5)

(if e then c1 else c2 · C, ⇢) ! (c1 · C, ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 (6)
(if e then c1 else c2 · C, ⇢) ! (c2 · C, ⇢) si JeK ⇢ = 0 (7)

(while e do c · C, ⇢) ! (c · while e do c · C, ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 (8)
(while e do c · C, ⇢) ! (C, ⇢) si JeK ⇢ = 0 (9)

FIGURE 2 – La sémantique à petits pas de IMP

Cette sémantique est (normalement) plus simple à appréhender que celle de la section 1.2.
On pourra comparer les règles pour la séquence (! Seqfin) et (! Seq), avec l’unique nouvelle
règle (5), par exemple.

D’autre part, on n’a plus à considérer de système de règle avec prémisses, comme en sec-
tion 1.2. La relation binaire ! est désormais définie simplement par (c · C, ⇢) ! (c0 · C 0, ⇢0) si
et seulement s’il existe une instance d’une règle parmi celles de la figure 2 dont le côté gauche
est (c · C, ⇢) et le côté droit est (c0 · C 0, ⇢0). (Pour les gens à l’esprit compliqué, la figure 2 est un
système de règles dont aucune n’a de prémisse.)

On notera aussi que les règles du while sont bien fondées, contrairement à ce qui se passait
dans notre premier essai de sémantique dénotationnelle (section 1.1).

Par exemple, considérons le programme (la commande) suivant :

x := 3; y := 1; while x do (y := y + x; x := x+ (�1)| {z }
c3

)

| {z }
c2| {z }

c1| {z }
c0

Voici sa trace d’exécution maximale partant de l’état (c0 · ✏, ⇢0), où ⇢0 est un environnement
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Une sémantique élégante
(x := e · C, ⇢) ! (C, ⇢[x 7! JeK ⇢]) (3)
(skip ·C, ⇢) ! (C, ⇢) (4)
(c1; c2 · C, ⇢) ! (c1 · c2 · C, ⇢) (5)

(if e then c1 else c2 · C, ⇢) ! (c1 · C, ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 (6)
(if e then c1 else c2 · C, ⇢) ! (c2 · C, ⇢) si JeK ⇢ = 0 (7)

(while e do c · C, ⇢) ! (c · while e do c · C, ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 (8)
(while e do c · C, ⇢) ! (C, ⇢) si JeK ⇢ = 0 (9)
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système de règles dont aucune n’a de prémisse.)
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est (c · C, ⇢) et le côté droit est (c0 · C 0, ⇢0). (Pour les gens à l’esprit compliqué, la figure 2 est un
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Une sémantique élégante
(x := e · C, ⇢) ! (C, ⇢[x 7! JeK ⇢]) (3)
(skip ·C, ⇢) ! (C, ⇢) (4)
(c1; c2 · C, ⇢) ! (c1 · c2 · C, ⇢) (5)

(if e then c1 else c2 · C, ⇢) ! (c1 · C, ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 (6)
(if e then c1 else c2 · C, ⇢) ! (c2 · C, ⇢) si JeK ⇢ = 0 (7)

(while e do c · C, ⇢) ! (c · while e do c · C, ⇢) si JeK ⇢ 6= 0 (8)
(while e do c · C, ⇢) ! (C, ⇢) si JeK ⇢ = 0 (9)

FIGURE 2 – La sémantique à petits pas de IMP
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système de règles dont aucune n’a de prémisse.)

On notera aussi que les règles du while sont bien fondées, contrairement à ce qui se passait
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arbitraire :

(c0 · ✏, ⇢0) ! (x := 3 · c1 · ✏, ⇢0) par (5)
! (c1 · ✏, ⇢0[x 7! 3]) par (3)
! (y := 1 · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 3]) par (5)
! (c2 · ✏, ⇢0[x 7! 3, y 7! 1]) par (3)
! (c3 · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 3, y 7! 1]) par (8)
! (y := y + x · x := x+ (�1) · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 3, y 7! 1]) par (5)
! (x := x+ (�1) · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 3, y 7! 4]) par (3)
! (c2 · ✏, ⇢0[x 7! 2, y 7! 4]) par (3)
! (c3 · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 2, y 7! 4]) par (8)
! (y := y + x · x := x+ (�1) · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 2, y 7! 4]) par (5)
! (x := x+ (�1) · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 2, y 7! 6]) par (3)
! (c2 · ✏, ⇢0[x 7! 1, y 7! 6]) par (3)
! (c3 · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 1, y 7! 6]) par (8)
! (y := y + x · x := x+ (�1) · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 1, y 7! 6]) par (5)
! (x := x+ (�1) · c2 · ✏, ⇢0[x 7! 1, y 7! 7]) par (3)
! (c2 · ✏, ⇢0[x 7! 0, y 7! 7]) par (3)
! (✏, ⇢0[x 7! 0, y 7! 7]) par (9)

Le dernier état est un état terminal : aucune règle ne s’y applique. On dit que le programme c0
termine en partant de (c0 · ✏, ⇢0).

Exercice 1 (Progrès) Montrer que les états terminaux sont exactement les états de la forme

(✏, ⇢) pour ⇢ 2 Env. Ceci est une propriété de progrès : la sémantique de la figure 2 propose

toujours une façon de continuer l’exécution tant qu’il reste quelque chose à faire (que le contexte

n’est pas vide).

Exercice 2 Donner un exemple de commande c telle que la plus grande trace d’exécution par-

tant de (c · ✏, ⇢) est infinie.

Exercice 3 (Déterminisme) Montrer que la sémantique de la figure 2 est déterministe : pour

tout état (c ·C, ⇢), il existe au plus un état (c0 ·C 0, ⇢0) tel que (c ·C, ⇢) ! (c0 ·C 0, ⇢0). Ce ne sera

pas le cas de tous les langages !

1.4 La sémantique opérationnelle à grands pas de IMP

Une sémantique intermédiaire entre une sémantique opérationnelle à petits pas, qui décrit
toutes les étapes du calcul, et une sémantique dénotationnelle, qui décrit juste le résultat final, est
la sémantique opérationnelle à grands pas, aussi appelée sémantique naturelle.

On y définit des jugements exprimant, comme en sémantique dénotationnelle, le résultat final
d’un calcul. Mais on les définit par des règles. La notion de dérivation y est ainsi fondamentale.

Dans le cas de IMP, on pourra par exemple définir nos jugements comme des triplets (⇢, c, ⇢0)
d’un environnement ⇢ avant l’exécution de la commande, de la commande c elle-même, et de
l’environnement obtenu après l’exécution de la commande.
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Théorème 1: progrès

• « La machine ne s’arrête pas tant qu’il reste 
quelque chose à faire »

• Thm: les seules configurations sans 
successeur sont de la forme (ε, ρ).
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Cette sémantique est (normalement) plus simple à appréhender que celle de la section 1.2.
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Théorème 2: déterminisme

• Thm: toute configuration (C, ρ) a au plus 
un successeur.

• Preuve: analyse de cas.

• Est le cas pour IMP, mais ne sera pas vrai 
pour d’autres langages (ex: C).
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• On décrit une relation entre un 
programme et sa valeur finale.

• Jugements ρ ⊢ c ⇒ ρ’

• « Partant de l’environnement ρ,  
   la commande c termine  
   sur l’environnement ρ’. »

Sémantique opérationnelle 
à grands pas



Sémantique opérationnelle 
à grands pas

(:=)
⇢ ` x := e ) ⇢[x 7! JeK ⇢]

(skip)
⇢ ` skip ) ⇢

⇢ ` c1 ) ⇢0 ⇢0 ` c2 ) ⇢00
(Seq)

⇢ ` c1; c2 ) ⇢00

⇢ ` c1 ) ⇢0
(if1)

⇢ ` if e then c1 else c2 ) ⇢0

si JeK ⇢ 6= 0

⇢ ` c2 ) ⇢0
(if2)

⇢ ` if e then c1 else c2 ) ⇢0

si JeK ⇢ = 0

⇢ ` c ) ⇢0 ⇢0 ` while e do c ) ⇢00
(while)

⇢ ` while e do c ) ⇢00

si JeK ⇢ 6= 0

(whilefin)
⇢ ` while e do c ) ⇢

si JeK ⇢ = 0

FIGURE 3 – La sémantique opérationnelle à grands pas de IMP

La tradition est de noter les jugements à l’aide d’une syntaxe qui évoque un peu plus clai-
rement ce qu’ils signifient, et nous utiliserons donc la notation ⇢ ` c ) ⇢0 : ⌧ partant de ⇢,
l’exécution de c termine sur l’environnement ⇢0 �.

Un jugement tel quel n’est ni vrai ni faux : c’est juste un triplet. On définit le fait qu’un
jugement soit dérivable dans un système de déduction. Pour IMP, on considérera celui de la
figure 3.

Le style d’écriture ressemble à celui de la sémantique dénotationnelle. . . à la différence im-
portante qu’il n’y a pas de problème avec la sémantique du while.

En effet, si l’on regarde la règle (while), nous ne sommes pas en train de définir la sémantique
de while e do c (partant de ⇢) en fonction de la sémantique de while e do c (partant de
⇢0, seconde prémisse). Ce que nous écrivons, c’est : si on peut fabriquer une dérivation de
⇢0 ` while e do c ) ⇢00 (et une de ⇢ ` c ) ⇢0), alors on peut, via la règle (while), en
déduire une dérivation de ⇢ ` while e do c ) ⇢00.

La lecture de ces règles est déroutante au premier abord. Un sens adéquat de lecture, qui
correspondrait en gros à l’ordre d’évaluation, serait de :

– partir de l’environnement à gauche du signe ` (⌧ thèse �) dans la conclusion de la règle ;
– remonter et lire les prémisses, de gauche à droite ;
– redescendre à droite du signe ` dans la conclusion.

Par exemple, pour la règle (Seq) : partant de l’environnement ⇢ (première étape), on retrouve ⇢
à gauche de la première prémisse, qui dit d’évaluer c1 ; une fois ceci fait, on obtient un nouvel
environnement ⇢0, que l’on utilise pour évaluer c2 ; ceci fournit l’environnement final ⇢00, que l’on
retourne à droite de la conclusion, en bas de la règle.
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Liens entre sémantiques

• Nos deux dernières sémantiques calculent 
visiblement la même chose.

• Comment formaliser cela?



Correction

• Thm: si (C, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas] alors 
ρ ⊢ C; ⇒ ρ∞ est dérivable [grand pas].

• Preuve: par récurrence sur le nombre 
d’étapes →…



Correction

• Thm: si (C, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas] alors 
ρ ⊢ C; ⇒ ρ∞ est dérivable [grand pas].

• Preuve: par récurrence sur le nombre 
d’étapes →, en démontrant d’abord:

• Prop: si (C1, ρ1) → (C2, ρ2) [petits pas] et 
ρ2 ⊢ C2; ⇒ ρ∞ est dérivable [grand pas] 

alors ρ1 ⊢ C1; ⇒ ρ∞ est dérivable.



Adéquation

• Dans l’autre sens:

• Thm: si ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ est dérivable [grand 

pas] alors (c . ε, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas].

• Preuve: problème avec les commandes de la 
forme c1;c2 …



Adéquation

• Dans l’autre sens:

• Thm: si ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ est dérivable [grand 

pas] alors (c . ε, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas].

• Preuve: on doit montrer quelque chose de 
plus général, à savoir: 
… alors pour tout C, (c . C, ρ) →* (C, ρ∞).



Correction+adéquation

• Thm: Les deux propriétés suivantes sont 
équivalentes:

• ρ ⊢ c ⇒ ρ∞ est dérivable [grand pas]

• (c . ε, ρ) →* (ε, ρ∞) [petits pas].



Exercises:

• Que se passe-t-il pour les calculs qui ne 
terminent pas? [et qu’est-ce que ça veut 
dire, dans chaque sémantique?]

• Montrer l’équivalence des deux 
sémantiques à petits pas (exercice 7 du 
poly).


