Semantique

... d’un langage impeératif jouet



IMP: syntaxe

Commandes Expressions
c = x:=e¢€ affectation e = variables
skip ne rien faire n  constante entiere (n € Z)
C1;Co séquence e+e addition
if e then ¢; else ¢y conditionnelle —e  opposé
whilee doc boucle while




Semantiques

® Operationnelles: la semantique decrit une
machine/automate/graphe de configurations

C, avec transitions/aretes C — C

® Denotationnelles: la semantique decrit
directement la valeur [e] des expressions e

et [c]] des commandes ¢




Semantique denotationnelle
des expressions

® Calcul de la valeur [e]p dans un
environnement p : Var = /£

[zl p = p(z)
[n]lp = n
leitea] p = [ell p+ ezl p
[—elp = —[elp




Une tentative ratee!

ple — [e] p
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[e2] ([ea] p)

{ [ei] p si [e]p#0
[eall p i [e] p=0

| - si [e]p=0
[whileedoc]p = {_si le] p # 0O

Nous resoudrons le probleme plus tard, a l'aide
de theoremes de point fixe.

OF --
[if e then ¢; else 3 p



Une autre: satisfaisante’

e\\6
o
S
Ros >
et . ,@Q
OQ 60 (—:=) (— skip)
Q (ZU = B,p) — p[ﬂ? — [[6]] ,0] (Skip,p) — P
(c1,p) = p' (c1,p) = (), p)
Se in Se
(c1;¢2,p) = (c2,p") (= Sedin) (c1;¢9,p) — (ci;ca,p) (= Seq)
(—> 1f 1) (_> if 2)
(if e then ¢; else c3,p) — (c1,p) (if e then ¢ else co,p) — (c2,p)
si [e] p#0 si [e] p=0
(whilee do ¢, p) — (c;whilee do ¢, p) (= uhile) (whileedoc, p) — p (= whileyiy)

si [e] p#0 si [e] p=0



Une autre: satisfaisante’

e\\e (2 :=e,p) = plz = [e] p] ) (skip,p) = p (7 skip)
(\0 (c1,p) = ' (c1,p) = (ch,0)

/ (— Seqyin) / / (— Seq)
(c15¢2,p) = (c2,0) (c15¢2,p) = (ch;02,0)

e : (—ifl) — (— if 2)
. {'6 (if e then ¢ else ca,p) — (c1,p) (if e then ¢y else cq,p) — (c2,p)
O 60 si [e]p#0 si [e]p=0
Q (— while) (— whiley;,)
(whilee do ¢,p) — (c;whilee do ¢, p) (whileedo ¢, p) — p
si [e] p#0 si [e]p=0

(=)

(x:=x+1,p) = p

(— Seqfin)
(z:=2+ 1y :=2,p) = (y:=x,0)

/ (— Seq)
(z=2+Ly:=x)2:=3+(-y),p) = (Y:=x;2:=3+(-y),p)



Une semantique elegante

(C, pla = [e] p)) (3)
(C,p) 4)
(1 - 02 C, p) (5)
(c1-Cip)  sie]p#0 (6)
(if e then ¢y else ¢ -Clp (co-C,p) si [e]p=0 (7)
(c-whileedo c-C,p) si [e]p#0 (8)
(C,

p)  sife]p=0 9)

(whileedoc-C,p
(whileedoc-C,p
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(if e then ¢; else ¢y - C, p)
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Une semantique elegante

\Z @=e-Cop) — (C.le > [es) ®

e\\ (skip-C,p) — (C.p) 4)

. O(\Q (c1;¢0-Cyp) — (c1-co-C,p) 5)

(ifethency else - C,p) — (¢1-C,p) si [e]p#0 (6)

q %0 %S (ifethency else - C,p) — (co-C,p) si [e]p=0 (7)

e( Q (whileedoc-C,p) — (c-whileedoc-C,p) si el p#0 (8)

OQ &:&6 (whileedoc-C,p) — (C,p) si el p=0 9)
2

Examp|e: r:=3;y:=1l;whilex do (y ==y +x;x: =2+ (—12)
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Une semantique elegante

\\Z @=e-Cp) = (Cole > [els) ®
2 (skip-C.p) — (Cyp) @)
. (\0 (c1;¢0-Cyp) — (c1-co-C,p) (5)
00 S (ifethency else - C,p) — (¢1-C,p) si [e]p#0 (6)
q tb' % (ifethency else - C,p) — (co-C,p) si [e]p= (7)
e . SQ (whileedoc-C,p) — (c-whileedoc-C,p) si [e]p#0 (8)
OQ 0{' (whileedoc-C,p) — (C,p) si el p=0 9)
e Example: x:=3;y:= 1;whilex do (y ::y—l—x;x::x—l—(—l)/)
(co- €, p0) —>?:1: =3-¢1-€pp) par (5) N — y
(o1 eopole  3) par (3), g ,
— (y:=1-c3-€ polxr — 3] par (5) c1 J
— (2~ €, polz = 3,y —1]) par (3) ks
— (c3-ca € polr = 3,y 1]) par (8)
— (y=y+ax-z:=x+(=1) cy-€ polr+ 3,y 1]) par (5)
— (z:=x+(=1)-co-€ polr — 3,y — 4]) par (3)
= (c2- €, polz = 2,y 4]) par (3)
— (c3-ca € polr = 2,y 4]) par (8)
— (yzy-l-a; x—x—i—( 1)-co-€ polr— 2,y —4]) par (5)
— (z:=z+(=1) co-€ polr — 2,y — 6]) par (3)
— (2 € polz — 1,y — 6]) par (3)
— (c3-ca € polr = 1,y 6]) par (8)
— (y:y—l-x x-x—k( 1)-co-€ polz — 1,y 6]) par (5)
— (z:=zx+ (1) -ca-€polz — 1,y — 7] par (3)
— (c2- €, polz = 0,y — 7)) par (3)
— (€, polx — 0,y — 7)) par (9)



Theoreme |: progres

) = (Cplz > [e] p]) (3)
) = (Cp) @
) — (c1-c2-C,p) (5)
(if e then ¢y else co-Cip) — (c1-
) =
) =
) =

Cp)  si [elp£0 ©)
(if e then ¢y else ¢y -Clp e C,p) si [e]p=0 (7)
(whileedoc-C,p c-whileedo c-C,p) si [e]p#0 (8)
(whileedoc-C,p C,p) si [e]p=0 )

® « La machine ne s’arrete pas tant qu’il reste
quelque chose a faire »

® Thm:les seules configurations sans
successeur sont de la forme (g, p).



(z:=e-Cp) — (Cplr—[e]p])
(skip-C,p) — (C,p)
(c1;e2-Cop) = (cr-c2-Clp)
(if e then -Cp) = (c1-C,p) i Je] p #0
(if e then -Cip) — (ca-C,p) ife]p=0
(whileedoc-C,p) — (c-whileedoc-C,p) ife]p#0
(whileedoc-C,p) — (C,p) [elp=0

® Thm: toute configuration (C, p) a au plus
un successeur.

® Preuve:analyse de cas.

® Est le cas pour IMP, mais ne sera pas vrai
pour d’autres langages (ex: C).
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Semantique operationnelle
a grands pas

® On decrit une relation entre un
programme et sa valeur finale.

® Jugements p~c = p’

® « Partant de I'environnement D,
la commande c termine

sur Penvironnement p’. »



Semantique operationnelle
a grands pas

(=) , (skip)
pFx:=e= plx— [e]p] pF skip = p
pFc=p p'Ecy = p"
(Seq)
pkciie=p"
pbc =) (i£)) plco=p (if,)
114 119
pF ifethenc, else cy = p pF ifethenc, else ¢y = o
si [e] p# 0 si [e] p=0
Fe=p "k whileedo c= p” :

pFwhileedoc=p

pt whileedo c= p" . B
si [e] p#0 si [e]p=0



Liens entre semantiques

® Nos deux dernieres semantiques calculent
visiblement la meme chose.

® Comment formaliser cela?



Correction

® Thm:si (G, p) 2™ (& pw) [petits pas] alors
P = C = Pw est derivable [grand pas].

® Preuve: par recurrence sur le nombre
d’etapes —...



Correction

® Thm:si (G, p) 2™ (& pw) [petits pas] alors
P = C = Pw est derivable [grand pas].

® Preuve: par recurrence sur le nombre
d’etapes —, en demontrant d’abord:

® Prop:si (Ci,, p1) = (Cz p2) [petits pas] et
P2 = C» = P« est dérivable [grand pas]

alors p; = C; = P est dérivable.



Adequation

® Dans 'autre sens:
® Thm:si p -~ ¢ = p« est derivable [grand
pas] alors (c. €, p) =™ (€, Px) [petits pas].

® Preuve: probleme avec les commandes de la
forme ci;c2 ...



Adequation

® Dans 'autre sens:
® Thm:si p -~ ¢ = p« est derivable [grand
pas] alors (c. €, p) =™ (€, Px) [petits pas].

® Preuve: on doit montrer quelque chose de
plus general, a savoir:
... alors pour tout C, (c. C, p) =* (C, pw).




Correction+adequation

® Thm:Les deux proprietes suivantes sont
equivalentes:

® D ¢ = pPw estdeérivable [grand pas]

® (c.&p) * (& pwo) [petits pas].



Exercises:

® Que se passe-t-il pour les calculs qui ne
terminent pas! [et qu’est-ce que ¢a veut
dire, dans chaque semantique!?]

® Montrer I'equivalence des deux
semantiques a petits pas (exercice 7 du

poly).



